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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema de determinar as superficies de tipo anel S mer-
gulhadas e de curvatura média constante, com bordos 3; e (35, cada um contido, respec-
tivamente, em planos II; e Il de uma cunha com angulo de abertura «. Exigimos que
os contatos fr = S NIl; ocorram em angulos constantes v, k = 1,2, respectivamente.
Usamos a técnica de Reflexao Esférica desenvolvida por John McCuan, que pode ser
tomada como uma adaptacao do Principio de Reflexdao de Alexandrov, introduzido em
1955. A existéncia (ou nao-existéncia) de solu¢oes mergulhadas depende da relagao entre
os angulos a, v1 e 7s.

Palavras-Chave

Superficie de curvatura média constante, Reflexao Esférica, Principio do Maximo.



Abstract

In this work we study the problem of determining the embedded ring-type surfaces S
of constant mean curvature, with boundary f; and (5, each one contained in planes II;
and Iy of a wedge with opening angle a. We require that the contacts 5, = S NIl occur
at constant angles v, k = 1,2, respectively. We use the Spherical Reflection Technique
developed by John McCuan, an adaption of the Alexandrov Reflection Principle intro-
duced in 1955. Either existence or non-existence of embedded solutions depend on the
relation among the angles a, 7, and 7.

Keywords

Surfaces of Constant Mean Curvature, Spherical Reflection, Maximum Principle.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, superficie tipo anel significa uma superficie compacta, conexa, orientavel,
com dois bordos e caracteristica de Euler-Poincaré igual a zero, e estende-se suavemente
no fecho de seu dominio. Procuramos identificar as superficies tipo anel S mergulhadas e
de curvatura média constante, com bordos ; e 85, cada um contido em planos II; e Il
de uma cunha com angulo de abertura a. Mais particularmente, exigimos que os contatos
Br = S N1l ocorram a angulos constantes g, k = 1,2, respectivamente (Figura 1.1).

Figura 1.1: Uma “spanning drop” em uma cunha.

Definicao 1.1 Nas condicoes explicadas no paragrafo anterior, diremos que a superficie
tipo anel é um spanner. Caso adotemos a hipdtese de “imersa”, ao invés de “mergulhada”
(no paragrafo anterior), diremos que a superficie tipo anel é um spanner imerso.

Doravante usaremos o termo spanner em todo o texto. Resolvemos nao traduzi-lo para
o Portugueés, pois é preciso manter a idéia da superficie tipo anel como uma “ponte” entre
os planos II 5.
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Definigao 1.2 Sejam II; 5 dois planos com II; NIly = ¢ # (). Em cada Iy, k = 1,2, ¢
determina dois semi-planos H,f distintos. Chamamos de cunha qualquer dos conjuntos
(UTL] UTLS, ¢UTLf UTDL, e £ é a aresta da cunha.

Note que preferimos usar o termo cunha a diedro, inspirados no artigo [10]. Este artigo
representa o principal estudo da presente Dissertacao de Mestrado. Acreditamos que o
autor utiliza cunha por ser um termo mais moderno que o classico diedro da Geometria
Euclidiana Espacial.

Ainda segundo [10], em 1986 H.C. Wente construiu spanners imersos para 7, = yo =
/2 (vide [18]). Os exemplos de H.C. Wente possuem auto-intersec¢oes. Porém, uma
leitura de [18] revela que suas construgoes nao foram feitas para a “cunha”, e sim para
dois planos paralelos.

Neste trabalho estabelecemos o seguinte resultado de nao-existéncia:

Teorema 1.1 Nao existem spanners para vy + v2 < T+ .

A condicao da soma dos angulos de contato no Teorema 1.1 nao pode ser melhorada,
pois no caso complementar temos os anéis esféricos, que sao spanners subconjuntos de
esfera. O Teorema 1.1 é corolario do seguinte resultado, que apresentamos aqui nao exa-
tamente como enunciado em [10], pelas razoes explicadas a seguir na Observacao 1.1.

Teorema 1.2 Uma solucao esférica existe somente se 1 + v > m+a. Se A > 0
denota volume ou curvatura média, a familia de todos 0s anéis esféricos pode ser indexada
unicamente pelas quadruplas (1, vz, o, A) que satisfazem este critério de existéncia.

Observagao 1.1 A versao do Teorema 1.2 em [10] afirma que v + 72 > 7+ a é também
condigao suficiente para a existéncia do spanner. Mas o artigo nao demonstra esse fato.
Em [10], ainda era uma questao aberta a existéncia de outras solugoes mergulhadas satis-
fazendo v, + 72 > 7™ + «, além dos anéis esféricos. Porém, recentemente S. Park mostrou
que os Unicos spanners sao os anéis esféricos (vide [12]). Ou seja, é preciso que v; > 7/2
e 72 > /2 (ou vice-versa), e esta é finalmente a condi¢ao reciproca.

Observagao 1.2 No Teorema 1.2, A = H ou A = Vol, ambos dados por Vol =
—575 - [cosyr - (2 4 sin® 1) + cosye - (2 + sin® )], Note que esta relagio independe
de a, mas o anel esférico necessita deste parametro para ser determinado.

Qualquer superficie mergulhada (esférica ou nao) corresponde a um volume de liquido
na auséncia de gravidade. Ha uma literatura consideravel que trata da estabilidade de
solugdes de equilibrio entre planos paralelos, as chamadas liquid bridges (vide [4, 6, 9, 15,
16]).



Como notével corolario do Teorema 1.1, temos que embora haja liquid bridges (mesmo
estdveis) entre planos paralelos satisfazendo v; + 72 < 7, se os planos fizerem qualquer
angulo a # 0 (donde passariamos a ter um spanner ao invés da liquid bridge), entao néao
apenas a estabilidade da superficie tipo anel cessa, mas também sua prépria existéncia.

Esferas

Nao-
Existéncia

0 T 1

Figura 1.2: Existéncia e Nao-existéncia.

Experimentalmente, pode-se observar que spanners com vy < 7/2, sejam eles por¢ao
de fluido ou pelicula de sabao, sao instaveis e tendem para o vértice. Na verdade, es-
tas observagoes foram motivadas pela prética comum (na engenharia de reservatérios de
combustivel liquido) de colocar uma cunha diviséria com vértice sobre a saida do liquido
para garantir seu fornecimento. A presenca de liquido no vértice é devida a capacidade da
cunha de “forcar o liquido para fora”. O Teorema 1.1 é um primeiro passo na verificacao
matematica deste fendmeno.

Liquido

Estavel Instavel

Figura 1.3: Cunha movel forgando liquido para fora.

A prova do Teorema 1.1 depende de uma extensao do método de reflexao de Aleran-
drov para esferas, que sera apresentada no Capitulo 2 da presente Dissertacao. Porém,
os principais resultados seguem-se nos Capitulos 3 a 6. Além disso, observa-se que o
Principio do Méaximo por reflexao esférica essencialmente reduz o problema a uma anélise
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do comportamento do bordo da superficie. Esta observacao é explicada em detalhes no
Capitulo 4. Em seguida, métodos de H. Hopf e as hipdteses topoldgicas sao finalmente
empregados para completar a demonstracao do Teorema 1.1.

Serd observado que aplicagoes anteriores de principios de reflexao, como em [3, 14, 17],
[7, 13], nao se baseiam em hipdteses topoldgicas como faz o Teorema 1.1. E razoavel que
esse teorema seja valido para superficies de qualquer topologia. Em [9], utilizando métodos
diferentes, obtém-se a seguinte extensao parcial para o caso de topologia arbitraria:

Observacgao 1.3 Denotaremos a Caracteristica de Euler por Y.

Teorema 1.3 Se permitirmos x < 0 na Definicao 1.1, entdo nao existem spanners para
Y,72 < /2, qualquer que seja a cunha.



Capitulo 2

A Reflexao Esférica

Para n = 2,3 definimos em R"™ os seguintes conjuntos: B,(0) = {{ € R : ||| < p} e
S, = 0B,(0) a bola e a esfera, respectivamente, de centro 0 e raio p € R¥.

Definigao 2.1 Para n = 2,3, dizemos que ¥ : R"\ {0} — R”‘\_{)O} € uma inversao com
respeito a S, se, YP € R, U(P) = P' € OP tal que |OP| - |OP| = p*.

Note que a Defini¢ao 2.1 é geométrica. Um argumento simples mostra que, analitica-

mente, ela equivale a
2

p

U(X) ||XH2X’ (2.1)

que no caso n = 3 chamaremos de reflezao esférica de R™\ {0}. Restrita a uma superficie

S em R3\ {0}, dizemos que S = WU(S) é a reflexdo (esférica) de S, e denotamos H (X, p)
a curvatura média de S no ponto X = U(X), com X € S.

Teorema 2.1 Para as curvaturas principais kj, j = 1,2, com direcao principal v; num
ponto X € S, a aplicacio W em (2.1) leva v; a uma dire¢do principal v; sobre S com
curvatura principal dada por

~ 1
kj = —E(HXH2 kj +2(X, N)).

Demonstracao: Para um ponto X em S associamos o ponto inverso

X = p*X/r?, onde r* = (X, X). (2.2)
Por abuso de linguagem, tratamos X como parametrizacao local de S. Ou seja,
X :U —= S C R onde U é regiao do R? ¢ (u,v) € U. Entao, podemos falar das
diferenciais totais dX, dX = d(V o X). Esta ultima pode ser calculada por
2 2
dXoxs = p—QdX - p—4d(7"2)2x1X1><3 =
r r

5
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R p2 :02

Note que
r(dr)axi = (dX)axs - (X')zx1- (2.4)
Entao, usando (2.3) e (2.4) temos

(dX )axs - (AX)an0 = —i(dX)(dXt) - %(dr)(drt) n %(dr)X - XY(drt).

Como X - X! = r? segue-se que

4 2
- vt p* t_ P || Xl (X, Xo)
dX -dX' = dX dX' = ( (X0, X)X ) (2.5)

Sejam dA, dA os elementos de drea de S e 9, respectivamente. Ocorre que
dA = [|X, % X,||dudv e || Xy x Xo|* = || Xul P X0]* = (Xu, X0)®.

Entao (2.5) implica
4

i P
dA = ﬁdA. (2.6)
Seja N o vetor normal unitario de S. Afirmamos que
- 2
N = = —(X,N)X — N, (2.7)

é o vetor normal unitério de S. Para provar isso, basta calcular (d.X () - (N') usando (2.3) e
(2.4), que teremos Ogy ;. Também, € imediato verificar que (N, N) = 1. Calculemos agora
a segunda forma fundamental de S. Temos

dN:—%(X,Nﬂdr)-X+%{(dX)-Nt+(dN) X'} X+ 2 —(X,N)dX — dN.
r 7 N——

=0
Usando (2.3) e (2.4), vemos que a expressao dN -dX" consiste de oito termos. A menos

do fator comum (p/r)?, os quatro primeiros sao:

1 2 2
—— (X, N)(dr)(dr') + = (dN) X" (dr') + 5(X,N)dX - dX' — dN - dX".
T T r

A menos do fator —2p?/r?, os quatro tltimos sdo:

—%(X, N)Y(dr)(dr') + 2(dN) X" (dr") + %(X, N)(dr)(dr') — (dN)X*(dr).



Os termos (dr)(dr') se cancelam, bem como os termos (dN)X*(dr'). Entao,

2 2
dN - dX' =2 (X Nydx -dxt - Zan - axt, (2.8)
r r
Note que, por (2.5), se X, e X,, forem dire¢oes principais, entao X, e X, também séo.
De (2.8) temos

];’1 0 o > P> (ki 0 ¢ p? ¢
— - dX -dX'=—= dX -dX"+2—(X,N)dX -dX".
( (> > r2\ 0 ko * r4< N)
Usando novamente (2.5), vemos que a expressao acima implica a tese.
c.q.d.

Observacao 2.1 Quando podemos falar de N em S apontando “para dentro” ou “para
fora”, como no caso dos spanners da Definigao 1.1, é preciso notar o seguinte: Caso (0,0, 0)
esteja “dentro” de S, o vetor normal N de S dado por (2.7) aponta da mesma forma que
N em S. Para visualizar isso, o exemplo mais facil é o de S = 5,(0), que é fixa quando
invertida por W. Caso (0,0,0) esteja “fora” de S, N em S aponta de forma oposta a N
em S. Isso também ocorre caso (0,0,0) € S (considerando a inversao de S\ {(0,0,0)}).

Teorema 2.2 Se H > 0 e p € [p1,po) estd fizado, entio AH(X,p) > 0, onde A € o
Laplaciano intrinseco de S~ (p) := (R*\ B,(0)) N S.
Demonstragao: Vide [11], paginas 550 e 552.

Antes de prosseguirmos, vamos estudar a reflexao de circunferéncias com respeito a
uma circunferéncia fixa, todas num mesmo plano. Este tomaremos como C, pois neste
caso a ferramenta mais comoda é a Anélise Complexa. Assim, a transformacao de Mobius
conjugada T : C— C, T(z) = p?/z, é a inversao com respeito & circunferéncia de centro
na origem e raio p.

T(z)=T(x+iy) =p’*/(x—iy) = p’(z+iy)/(a®+y°)
P/ (2 +°) +iy/(2* + 7). (2.9)

Toda circunferéncia de C se escreve como
a(x® +y*) +bxr+cy+d=0, a,bc,dcR. (2.10)

Temos a = 0 < (2.10) ¢ uma reta de C; a # 0 < (2.10) é uma circunferéncia de C;
d = 0< (2.10) passa pela origem (seja reta ou circunferéncia). Vejamos a imagem do
conjunto (2.10) por 7. Como T'oT = idg, entao u+iv = T(r+1y) & T(u+v) = v+ 1y,
donde por (2.9) temos

r = p*u/(u? +v?) e y=p*v/(u? +0?). (2.11)
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Substituindo (2.11) em (2.10), segue-se que
ap*/(u* 4 v?) + bup?/ (u* 4+ v?) 4+ cvp®/(u? + v} +d =0 =

d(u? +v?) + bp*u + cp*v + ap* = 0. (2.12)

Temos d = 0 < (2.12) é uma reta de C; d # 0 & (2.12) é uma circunferéncia de C;
a=0<« (2.12) passa pela origem (seja reta ou circunferéncia). Concluimos o seguinte:

Para a = d = 0, retas pela origem sao levadas a retas pela origem.

Paraa = 0 e d # 0, retas disjuntas da origem sao levadas a circunferéncias pela origem.

Para a # 0 e d = 0, circunferéncias pela origem sao levadas a retas disjuntas da origem.

Para a # 0 e d # 0: circunferéncias disjuntas da origem sao levadas a circunferéncias
disjuntas da origem.

Agora, note que o centro C' = («, ) de uma circunferéncia é dado por sua equagao
reduzida (z — a)? + (y — 8)? = r%. Se for disjunta da origem, entao a? + 3% # r?, donde
a reflexao nos déa outra circunferéncia. Vamos deduzir sua equagao reduzida. Temos

2’4+ y* =20z — 2By + o + B2 —1r* =0

= (a? + % — 1) (u? +v?) — 2ap*u — 2B8p*v +p* =0
S 0+ 12— 20p%uf(0? + B = 1%) = 28pP0 /(0 + B — %) + /(0 + 2 1) = 0

2 2
= (u=ap/(a®+ 82 =1%)) +(v = Bp2/(0® + B2 = 1%)) = r?p*/(a® + 52— r2)%
Logo,

C = (ap?/(a® + 82 = 1%), Bp?/(a® + 52— 1))
é o centro da circunferéncia refletida, e seu raio é
P=rp*/la®+ 5% —r?.

Se a curvatura média da circunferéncia original é H = 1/r, entao a curvatura média
da circunferéncia refletida ¢ H = +H(a? + 8% — r?)/p?, sendo + quando O é interno e —
quando externo a elas.

Exemplo 2.1 (Reflexio de esferas por esferas). Seja r > 0 e seja a = (a,0,0) com
a > r. Considere a aplicacdo do procedimento acima a superficie S = Sy(a). Neste caso,
a curvatura média de S é H = 1/r. Para va?—1r?2 < p < a+r, S é uma calota com

curvatura média )
a J—

2
A desigualdade (2.13) serd vélida enquanto p decresce, mas somente até p = va* —r2.
Neste ponto S coincide exatamente com a parte nao-refletida ST de S. Entao p; =

2
H=Hp="""Hn<H (2.13)




Va? —r?. Se tivéssemos r = a, sua imagem pela reflexao esférica seria um plano que nao
passa pela origem. Se r > a, a inversao X — p?X/|| X||* mostra que temos uma mudanca
de orientagao, donde a curvatura média troca de sinal. Mesmo quando a = 0, temos que
inversoes trocam o sinal da curvatura média.

Definigao 2.2 Uma superficie S tem simetria esférica (ao longo de uma reta ¢) quando
S é invariante por reflexao por alguma esfera centrada em x, para cada x € £. Ou seja,
para cada = € £ existe p = p(z) tal que

2

— (X — 2.14
HX—1’||2( r)+x €S (2.14)

sempre que X € S. Além disso, uma tal superficie simétrica é reflexiva se para cada x € £
o conjunto S™(p) :={X € S: || X — z|| > p} é um gréfico de inclinac¢ao limitada sobre
Sp(x). Ou seja, para cada y € S,(x) o raio de z a y intersecta S™(p) em no maximo um
ponto, e se || X — x| > p, entdo (X —x, N) <0, onde N é a normal de S em X.

Teorema 2.3 Se X € SNIly e S € simétrica, entdo existe uma circunferéncia

Sro(ye) = {(z,y) € Ug: 2* + (y — yp)* =13}

tal que

X € 8,,(yg) C SNy (2.15)

Em particular, para S refleviva e S N1y # 0, a inclusio em (2.15) é uma igualdade
e S,_g esta parametrizada localmente em S N1y por

X(0,0) = (r(&)sengb, [y(0) — r(0)cos p|cosh, [y(0) — r(@)cos¢]sen9), (2.16)

onde 0 < ¢ <21 e X(0,-) € Syp(y(0)) =S NIl.
Demonstragao: Vide [11], paginas 552 a 560.

Definigao 2.3 Um compacto K no semi-plano superior de R? é dito ter tangentes exter-
nas iguais se, para cada t no eixo Oz, existem pontos P_ e P, em K tais que todos os
pontos de K estao em um setor fechado determinado por tPy e tP_ e

IP_—t| =P, — 1.

Lema 2.1 Se um compacto K tem tangentes externas iguais entao K contém uma curva
simples fechada C, de curvatura positiva e K € um subconjunto do envelope convero de
C. Como C € evidentemente unica, serd referida como “crosta de K.

Demonstragao: Vide [11], paginas 555 a 556.
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Lema 2.2 Se Ké um conjunto simétrico entao a crosta C' de K € simétrica e coincide
com sua propria crosta.
Demonstracao: Vide [11], pagina 559.

Lema 2.3 Uma curva simétrica C € uma circunferéncia.
Demonstragao: Vide [11], paginas 559 a 560.

Teorema 2.4 Se S tem simetria esférica e curvatura média constante entao S € subcon-
junto de uma esfera.

Demonstragao: Usando os Lemas 2.1 a 2.3 de [11], é possivel mostrar que, tomando
u(f) = || X(0,0)] em (2.16), existe uma constante positiva py tal que

y(0) = (po/u +u)/2;
r(0) = (po/u —u)/2.

Assim, se " denota 0/00, calculando a curvatura média H (6, ¢) da superficie dada por
(2.16) ao longo das curvas ¢ = 0 e ¢ = 7, obtemos

1

H(6,0) = N OEEREIT (run” — 2ru'? + uu' ? — ru® + u);
1

H(0,7) = (ruu” [ pg + wu'? +u® + rut/pj).

r(u'2 + u2)3/?

Igualando estas duas equacoes, vemos que u satisfaz
Lu = u(l —u*/p)u” — 2u'* — (1 +u?/p) = 0.

Esta é uma equagao de 2* ordem, localmente nao-singular enquanto u(0) < po. Tal
condicao pode ser assumida sem perda de generalidade. Por outro lado, se tomarmos
especificamente a esfera Sg(Y) centrada em

v = (0, 9(0), (u(0) - y(0))w'(0)/u(0))

R = /Y3 +1%(0),

a funcao correspondente u desta parametrizagao satisfaz

e de raio

La = 0,
a(0) = u(0),
@0) = u(0).

Vemos que as esferas satisfazem esta equacao. Assim, pela unicidade do teorema das
EDOs, S é subconjunto de Sg(Y).
c.q.d.



Capitulo 3

Um Teorema Técnico com
Implicacoes Geométricas

Seja S um spanner como na Defini¢ao 1.1, B = int(f;) U int(f2) e o conjunto aberto
D tal que 9D = S U B. Temos que D representa uma porcao de fluido que adere aos
planos da cunha. De acordo com nossas hipdteses sobre S, as regioes de aderéncia B sao
discos topoldgicos nos planos I1; e I, da cunha (Figura 1).

Comecamos a reflexao esférica fixando uma origem 0 € R* em um ponto sobre £, que
¢ a aresta da cunha. Sejam B,(0) e S, definidas no Capitulo 2. Inicialmente, tomamos
p de modo que D C B,(0). Ao diminuir o raio p, chegamos a primeira esfera S, que

intercepta §. Continuando a diminuir p, aplicamos ¥ definida em (2.1) ao subconjunto
S =S, :=(R*\B,(0))NS. A reflexdo de S~ é S =38(p) := US~. O teorema seguinte

rastreia S*(p) =8N B,0)e S durante o processo de reflexdo:

Teorema 3.1 Euxiste um raio p1 € (0,po) tal que, para cada p € (p1,po), todo ponto

X € 8§ satisfaz exatamente uma das quatro condigoes sequintes:

Caso || X|| > p,

NT1. Se X € intS entio (1—0)X €D, V6 € (0,1 — 1% ‘2]
2

NT2. Se X € 0S entao (1 -6)X € B, V6 € (0,1 — £p].

Caso || X = p,

NT3. Se X € intS entdao (X, N) <0, onde N é o vetor normal apontando para D.
NT4. Se X € 9§ entio (X,n) <0, onde n é o vetor normal apontando para B.

No entanto, quando p = p1, vale pelo menos uma das sequintes condigcoes para algum
XesS:

Caso || X|| > p,

T1. Se X € intS entio S ¢ tangente a ST em X =UX.

T2. Se X € 0S entao S € tangente a ST em X.

11



12CAPITULO 3. UM TEOREMA TECNICO COM IMPLICACOES GEOMETRICAS

Caso |IX]| = p A
T3. Se X € intS entao N ¢é tangente a S, em X = X.
T4. Se X € 0§ entao n ¢ tangente a S, em X = X.

Lema 3.1 Considere X € S~ (p1), isto ¢ X € S e || X|| > p1. Entdo temos:
(i) (X,N) <0.

(i1) Para X € intS, a desigualdade vale quando || X| = p1.

(iii) Para X € 0S com 0 < v1,7v, < 7, a desigualdade vale quando | X || = p1.

Nao iremos apresentar a demonstracao dos resultados deste capitulo, pois sao de cunho
demasiadamente técnico. Todavia podem ser encontradas no Apéndice de [10]. Reser-
vamos as demonstracoes para os outros capitulos, pois aqueles sao bem mais ricos em
argumentos geométricos, o que justifica a prioridade de nosso trabalho ser voltado a Ge-
ometria Diferencial.



Capitulo 4

As Conseqiiéncias (Geométricas do
Teorema 4.1

4.1 Introducao

Este capitulo concentra-se no estudo de spanners S que nao satisfazem a “Propriedade
da Minoragao” (definida logo a seguir). Neste caso, H > 0 e e > g, onde H é a curvatura
média e e, g sao as entradas da diagonal principal da 2% forma fundamental de & numa
parametrizacao isotérmica.

Tal resultado mostrara que a “Propriedade da Minoracao” € intrinseca para S, uma
vez que H, e e g independem da origem particular de reflexao ao longo de ¢, aresta da
cunha.

Quando § satisfizer a Propriedade da Minoragao, com centro em cada x € ¢ havera
S,(x) tal que S é simétrica por reflexao esférica respectivamente a S,(x). Devido ao Teo-
rema 2.4, disso temos que S é um anel esférico. Portanto, resta considerarmos o caso em
que S nao satisfaz a “Propriedade da Minoragao”.

Usando teoria de Superficies de Riemann, pode-se mostrar que qualquer superficie S
tipo anel de CMC (curvatura média constante) pode ser parametrizada por uma unica
carta conforme Y : A — S, onde A é o anel (0,7,1). Seja S a superficie em questao e N
sua orientacao.

Seja w = log z uma aplicacao de A para o retangulo {2 no plano w = u-+7v e note que a
inversa (exponencial) é periddica na faixa log r < u < 0, a qual também denotamos por €.
Iremos considerar Y suave em A, donde X é suave em 2. A aplicacdo X = Yoexp:Q — S
é uma representagao conforme de S. Pelo Teorema 6.1, as curvas de 0S sao curvas
principais de §. Assim, o coeficiente f = (X,,N) da Segunda Forma Fundamental

13
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a=Log'r
Figura 4.1: Representacao conforme da superficie de tipo anel.

anula-se sobre dS. Por outro lado, ¢ o log define uma funcao analitica sobre A, onde
o =(e—yg) —2if, e = (Xyu,N) e g = (Xy, N). Conseqiientemente, Im(¢ o log) é
harmonica e se anula em JA. Assim, Im(¢olog) =0 e Re(¢olog) = ¢ (constante), donde
f = 0. Deste modo, para cada ug, vy fixos, X (ug,-) e X(-,vg) sdo curvas principais sobre
Q. Além disso, e — g = ¢ (constante). Em resumo, os coeficientes da Primeira e Segunda
Formas Fundamentais satisfazem:

E = <Xu7Xu> - <XU7XU> = G, F = <Xu>Xv> = 07

e — g = (Xuu, N) = (Xoo, N) = ¢, f = (X, N) = 0.
Portanto 2H = (e + g)/E e vemos que
e=FH+c¢/2, g=FEH —c¢/2.
Além disso, ki + ko = 2H e kiky = K = eg/E?, de modo que as curvaturas principais
sao dadas por ky =e/E=H +0,5¢/E e ky=g/E=H —0,5¢/E.

Finalmente, se tomarmos a normal N apontando para dentro de § ao longo das linhas
coordenadas (que sao curvas principais), entao

Ny = —k1Xu, Ny = ks X,. (4.1)

Observagao 4.1 de (4.1) temos —k1 F = (X, Ny) = —(Xuu, N) = —e, donde k; = ¢/E,
e similarmente ky = g/FE. Ocorre que as curvas [ de contato entre S e a cunha sdo ambas
na dire¢ao de v, como representado na Figura 4.1. De (6.1), um célculo simples mostra
que, nesta direcao, k, = g/FE = k.
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Defini¢ao 4.1 (Propriedade da Minoragao). A superficie S de CMC é dita ter a Proprie-
dade da Minoragao se para cada p > p; e cada X € S com || X|| > p vale a desigualdade:

H(X,p) < H,

onde H (X, p) é a curvatura média de S na imagem de X pela aplicagao V.
4.2 Spanners e a Propriedade da Minoracao

Nesta secao provaremos o seguinte resultado, lembrando que neste trabalho S denota
um spanner, como na Definicao 1.1:

Lema 4.1 Todo S satisfaz a Propriedade da Minoracao, a menos que H > 0 e ¢ > 0,
caso em que ela pode falhar.

Observacao 4.2 Note que o caso ¢ = 0 implica § umbilica, donde anel esférico pela
Proposigao 6.7. Ou seja, ja estamos considerando ¢ # 0. A demonstracao do Lema 4.1 é
conseqiiencia direta das quatro proposigoes seguintes:

Proposicao 4.1 Qualquer superficie de curvatura média nao-positiva satisfaz a Proprie-
dade da Minoracao.

Proposicao 4.2 Seja X um ponto em que ﬁ(X, p) atinge seu mdximo. Suponha que
| X||=p eS8 tem H>0. Entao vale a Propriedade da Minoragao.

Proposigao 4.3 Seja S com H >0 e~y € {0,7}. Entio ¢ > 0.

Proposicao 4.4 Se H > 0,0 < v <m ec <0, entdo vale a Propriedade da Minora¢ao
para S.

Seguem-se as demonstragoes.

Prova da Proposi¢ao 4.1: Do Teorema 2.1, temos que se k;j, j = 1,2 denotam as cur-
vaturas principais, com direcao principal v; num ponto X € S, entao a aplicagao ¥ em

(2.1) leva v; a uma direc@o principal v; sobre S com curvatura principal
- 1
kj = —;(HXH2 kj+2(X, N)).

Agora, da Observacao 2.1, como (0,0,0) encontra-se “fora” de S, e temos fixado
sempre o normal que aponte “para dentro”, entao
1

A~ 1 ~ ~ 1 2 1 2
B = =5kt o) = 5 (S5 I 206 3)) 4 5 (I XP + 20X N)) ).
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que resulta na férmula

A

mxm:;mMHH+%xmy (4.2)

De acordo com o item (i) do Lema 3.1, temos (X, N) < 0 quando || X| > p;.
c.q.d.

Prova da Proposicao 4.2: Pelo Teorema 2.2, H é sub-harménica e portanto atinge seu
méximo em um ponto X = X(p) € 9S~. Ou seja, para qualquer X € S~(p) vale

H(X,p) < H(X,p). (4.3)

Mas para || X|| = p, (4.2) implica H(X,p) < H + %()_(,N). Pelo item (i) do Lema
3.1, temos (X, N) < 0. Finalmente, segue-se a tese aplicando (4.3). c.q.d.

Observagao 4.3 Devido as Proposicoes 4.1 e 4.2, o leitor ird notar que as proximas de-
monstragoes consideram apenas || X|| > pe X € 0S.

Na Introducao deste capitulo, estudamos & parametrizado por uma tnica carta con-
forme Y : A — S, onde A é o anel (0,7,1). A Observagao 4.3 é crucial para utilizarmos
a hipdtese topoldgica (a de que § é um anel).

Prova da Proposicao 4.3: Pelos Teorema 6.1 e Observacao 4.1, a curva de bordo 3 é
curva principal com curvatura normal ks = H — 0,5¢/E. Para estes angulos de contato
com valores extremos, entretanto, a normal N é perpendicular a w, e como § C m, sua
curvatura normal é zero.

c.q.d.

Dedicaremos o restante desta se¢ao a prova da Proposicao 4.4. Tal prova é obtida por
contradicao, supondo que ¢ < 0 e nao vale a Propriedade da Minoragao. Usaremos esta
suposicao nos Lemas 4.2 e 4.3 adiante. Estes e o seguinte corolario sao trés resultados
preliminares de que necessitamos para provar a Proposicao 4.4.

Coroldrio 4.1 Considere 0y := {(u,v) € Q : | X(u,v)[| > p1}, e observe que H atinge
seu mdzimo em um ponto (u,v) € 0. Se X := X (u,v), entdo, para qualquer p > p; e
| X[ = p1 tem-se H(X, p) < H(X, p).

Lema 4.2 Suponha que nao vale a Propriedade da Minoragcao. Entdo existem p e X e
S7(p) com p1 < p < | X|| tais que

(i) H(X,p) = H.

(it) H(X,p) > H se p1 < p <p.

(iii) H(X,p) < H se||X| > p>p.
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Lema 4.3 X € 0S.
Seguem-se as demonstragoes.
Corolério 4.1: De acordo com (4.2) e Teorema 2.2 temos

%(||X||2-H+2(X7N>)S (X1 H +2(X, N)).

o)
)—‘[\7)_‘

Obtemos a tese multiplicando ambos os lados por p?/p?.
c.q.d.

Observacao 4.4 Note que, pelo Corolario 4.1, H (X, p) atinge seu maximo na fronteira,
mesmo quando nao temos garantia de que é sub-harmonica. Tal garantia é dada pelo
Teorema 2.2 mas com a hipotese X € S~ (p), o que restringiria || X|| > p. O Corolario 4.1
suprime essa restricao.

Lema 4.2: O ponto X estd definido no Coroldrio 4.1. Para cada p > p;, o conjunto
SN (R*\ B,(0)) pode ter pontos X com || X| = pe || X| > p > p1. No primeiro caso,
usando (4.2) e o Lema 3.1, temos

A~

H(X,p) = H+ % (X,N) < H. (4.4)

No segundo caso, tais pontos satisfazem H (X,p) < H (X, p) pelo Corolario 4.1. Por
hipétese, a Propriedade da Minoracao nao é valida, e assim concluimos que existem p* >
p1 e X com ||X|| > p* para os quais H(X,p*) > H > 0. Como H(X,||X]|) < H, o
Teorema do Valor Intermediario garante que a equagao H (X' ,p) = H tem solugao p = p.
Alias, a solucao é unica, dada por

5= VIXI + 2%, By/H. (15)

Isto prova o item (i) do lema. Recorde que p > p; pois H decresce com p. Entao vale o
item (ii) do lema.

Uma vez que p* > p e_||)~( | > p1, podemos entao usar o Coroldrio 4.1 para concluir
que H < H(X,p*) < H(X, p*). Para (X, p") contradizer a Propriedade da Minoragao,
basta valer || X|| > p*, o que iremos provar agora.

Suponha que ||X|| < p*. E claro que | X|| > pi, pois X € 89Q,. Além disto,
X € SN(R*\ Bx(0)), donde por (4.4) temos H(X,||X|)) < H. Mas | X|| < p* e H(X,")
decrescente com p implicam H(X,|X||) > H(X,p*) > H. Agora, |X|| > p* > p1,
pois (f( ,p*) contradiz a Propriedade de Minoracao. Mais que isso, || X|| < p* implica
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HAX'M > || X||. Portanto, estamos nas hipéteses do Coroldrio 4.1, donde HX,|X|) <
H(X,||X]||) < H, o que é absurdo.

Ou seja, sem perda de generalidade podemos supor que X=X , pois tal ponto apenas
traduz a hipétese de que nao vale a Propriedade da Minoragao. Assim, para todo p > p
o Corolario 4.1 implica

. A 1 = o 1, = . . .
H(X,p) < H(X,p) = E(I!XIF-HH(X,N)) < ?(||X||2-H+2<X,N>) = H(X,p)=H.

Isto prova o item (iii) do lema. Agora, |X|| > 5 pelo item (i). Entdo, | X|| > pi e do

Lema 3.1 temos (X, N) < 0. Em particular, se tivéssemos || X|| = p, valeria

A ~

92 .
H(X,p)=H+=(X,N) < H,
p

o que contradiz o item (i). Isso prova que || X|| > 4.
c.q.d.

Observagao 4.5 O item (ii) do Lema 4.2 é, em certo sentido, a “primeira vez” em que
falha a Propriedade da Minoragao. Além disso, devido ao Coroldrio 4.1, na demonstragao
do Lema 4.2 tomamos X do tipo X, donde chamaremos o correspondente p de p.

Lema 4.3: Sabemos que (u,0) € 0. A imagem de 0 sob X consiste de pontos
em 0S e pontos em S,,. Mas || X|| > p; pelo Lema 4.2, donde segue-se a tese.
c.q.d.

Observacao 4.6 a Proposicao 4.4 é corolario do seguinte teorema, pois ele mostra que
se a Propriedade da Minoracao nao é valida, entao ¢ > 0. Ou, se ¢ < 0, ela é valida.

Teorema 4.1 Para S com H > 0 e 0 < v < 7, € impossivel termos, simultaneamente,
¢ < 0 e nao valer a Propriedade da Minoragao.

Demonstracao: Vamos provar por absurdo, da seguinte maneira. Se nao vale a Pro-

priedade da Minoracao e ¢ < 0, iremos obter um ponto X € 0S com ||?H =p > p tal
que X é do “tipo T4”. Isto é, X € OS e n é tangente a S5 em X = X. Mas existindo

X como acabamos de explicar, este iria contradizer a propriedade NT4 do Teorema 2.2,
donde o absurdo. Seguiremos o roteiro abaixo.

(i) De acordo com (4.2), a esfera osculatriz, (de raio 1/H com centro C(X) = X+(1/H)N),
(figura 4.2) ¢ refletida para a esfera de raio 1/|H|. Pelo item (i) do Lema 4.2, neste ponto
vale H = H, e a esfera osculatriz em X, portanto, é invariante por reflexdo em S;. Tal
procedimento é explicado no Exemplo 2.1.

(ii) A esfera osculatriz intercepta II (plano contendo X e £) em um circulo C, que é inva-
riante por esta reflexao.
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(iii) A componente de S contendo X é uma curva 3 que tem curvatura maior que a de
C'. Comparando 8 e C' podemos obter um ponto do tipo T4.

Alguns detalhes:

Figura 4.2: Esfera Osculatriz.

Na demonstracao da Proposicao 4.3, antes de aplicarmos suas hipdteses, haviamos
visto que [ tem curvatura normal ky. Portanto, a curvatura k de 8 é dada por k = ko csc .

S

1/H
C 0
\%

Figura 4.3: Intersecao entre S e II.

Também, a circunferéncia

C =8 (C(X)) NI

. c
tem raio sen~y/H e curvatura k = H cscy. Agora, como ko = H — 3E > H, vale

k> k.

Da Observacio 4.5, temos H(X, ) = H e a reflexao sobre a esfera B5(0) no plano
IT deixa C' invariante. Para que isto seja verdadeiro, vimos no Exemplo 2.1 que 0 deve
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estar no exterior de C' e que os dois tnicos segmentos de tangéncia de 0 a C' tenham
comprimento p (Figura 4.4).

X
@]

gell

kel

Figura 4.4: O Plano II (Primeira vista).

Os pontos de tangencia desses dois segmentos tangentes divide C' em dois arcos, e
como || X| > p pelo Lema 4.2, X estd no arco exterior. Sem perda de generalidade,
podemos tomar o eixo y passando pelo centro de C' e X no primeiro quadrante. Além
disso, assumimos que f estd parametrizada pelo comprimento de arco e que § é uma
parametrizacao de C' pelo comprimento de arco tal que

BOY=30)=X e (X8 =(X,3) <0

(Figura abaixo 4.5).

X
£ \¥B(0)=3(0)

— ~
~,

,/ )
\ P
1 |

0 X

Figura 4.5: O Plano II (Segunda vista).
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Estamos interessados nas quantidades ¢ = ||]|> e ¥ = (8,n), onde n = /k. O
anulamento de 1) em algum ponto indica que este ¢ do tipo T4. Temos ¥(0) = (X, n) < 0
pois || X|| > p. Também, um calculo simples implica ¥ (s) = —k(s) ¢(s)/2. E claro, nem
¢ nem 1 podem ser globalmente monétonas.

Uma vez que k > /;, temos que [ é convexa devido ao Teorema 6.3. Em particular,
existem somente duas dire¢oes em que S n, pelo Teorema 6.4. Além disso, devido a con-
vexidade, o mesmo Teorema nos da exatamente dois pontos em que (5//n. Isso implica
que ? tem um Unico minimo e um unico maximo, portanto globais.

Tomamos o sentido horério, para o qual existe ¢ > 0 tal que ¢(s) sempre descresce e
1(s) sempre cresce em s € [0,¢).

Agora, no ponto onde ¢ atinge um minimo temos (B, ﬁ> = 0, e nele ¢ atinge um
méximo, pois ¥ = 0+ (B, n) = —k (B, ).

Ou seja, podemos tomar £ como o menor positivo para o qual (5, 5) = 0. Uma vez
que B é conveza, € é o ponto em que ¢ tem seu Unico minimo, portanto minimo global,
devido ao Teorema 6.4.

Usando novamente a convexidade de f3, existe § € (0,¢) tal que s = ¢ implica  pa-
ralelo a 6 , ou equivalentemente, 1 = 0. Isso é garantido pela demonstragao do Teorema
6.4, pois Arg(3) decresce a partir de 0 € [0, €) e cresce ao se aproximar de £, donde atinge
um minimo, que nao pode ser apenas local, e portanto tnico.

Como k(8) > k(6), entdo {3} estd inteiramente contido no circulo de raio 1/k tangente
a reta B(0)R pela esquerda, devido ao Teorema 6.7.

Se tivéssemos ||5(9)|| < p, afirmamos que tal circulo nao cruzaria com C' em pontos do
primeiro quadrante que tenham médulo maior que p. Mas ele contém o ponto X, o que

¢ uma contradigao. Assim, temos um ponto X = B(d) € S com ||?H =|pll>p>pLe
(X,n) =0.

Para provar tal afirmacao, tome as circunferéncias de raio R > 0 e centros (0,h) e
(—a,b), respectivamente onde a,b > 0 e h > b, denotadas por C' e C’, cujas equagoes sao

C:2*+(y—h)?=R% (4.6)

C":(z+a)*+ (y —b)* = R (4.7)
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Figura 4.6: Intersegao entre C' e C'.

Basta mostrar que a reta r, passando pelos pontos de C' N (', intercepta o eixo Oy
em um ponto abaixo de (0,h), e seu coeficiente angular, m,., é menor que o coeficiente
angular de uma outra reta s, mg, passando por (0,h) e pelo ponto X, (intersecdo entre
C' e a circunferéncia de raio p) do primeiro quadrante.

Vamos provar que o ponto de interse¢ao entre a reta r e o eixo Oy ocorre abaixo de
(0,h). Fazendo (4.7) — (4.6), obtemos a equagao da reta r, dada por:

r:2ax 4 a® —2(b—h)y +b* — h? = 0. (4.8)
Agora isolando ¥, temos
(2az + a* +b* — h*)/[2(b — h)] = v.
Como a,b > 0 e h > b a intersecao entre a reta r e o eixo Oy sera
rN0y: (0 +b*—1?)/[2(b - h)] =y,

que por sua vez é positivo, pois (a? + b*> — h?) < 0 e 2(b — h) < 0. Suponha, agora, que
ly| > h, isto é, (a* + b* — h?)/[2(b — h)] > h, entao

(a* +b* = h*)/[2(b— h)] — h >0 = [(a® + b> — h*) — 2h(b— h)]/[2(b — h)] > 0 =

= (a® + b+ h* — 2hb)/[2(b — h)] > 0 = (a® + (b — h)?)/[2(b — h)] > 0.

Absurdo, pois (b — h) < 0, portanto |y| < h.
Vamos agora provar que a inclinacao da reta r é tao ou mais negativa que a da reta
s, isto é,

()
—a/(h—=b) < —r/p < a/(h—0) = r/p.
O maior valor que a pode ter é v/h? — b2, e neste caso (x) equivale a

V(h+b)/(h—b)>r/Vh2—12,
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onde r/vh* — 12 é fixo e \/(h+b)/(h — b) varia com b, onde seu limite, para b — h, é
infinito positivo quando b = h, e a igualdade s6 se verifica se b = 2r*/h—h. Porém, b > r,

enquanto que
r? < h?

2 J—
T<h:>{r2<rh = 2r°/h—h <r.

Entao, a igualdade nunca se verifica, no caso a = v/h? — b2. Logo, obtemos a®+b> < h?
com a crescente e b decrescente, donde a/(h — b) é crescente. Assim, (x) continuard
verdadeira. c.q.d.

4.3 Conclusoes

Provamos assim o Lema 4.1 como conseqiiencia direta das Proposigoes 4.1 a 4.4. Ou
seja, caso nao valha a Propriedade da Minoragao, podemos inferir que H > 0 e ¢ > 0. No
préximo capitulo mostraremos que H,c¢ > 0 implica 1 + v > 7 + .
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Capitulo 5

Prova do Teorema 1.2 e Conclusoes

Teorema 1.2 Uma solucao esférica existe somente se v; + v > 7 + a.

Pela Observagao 4.2, S é anel esférico quando ¢ = 0, donde v, + v > 7™ + . Agora,
na Introducao do Capitulo 4 vimos que & também é anel esférico caso satisfaca a Proprie-
dade da Minoracao. O Lema 4.1 garante que S tem a Propriedade da Minoracao, exceto
possivelmente para H > 0 e ¢ > 0. Resta mostrarmos que, mesmo no caso H > 0 e
¢ > 0, teremos vy, + 72 > 7+ «. Isto ainda nao garante que S é anel esférico, uma questao
deixada aberta em 1997 por J. McCuan [10], mas provada somente em 2005 por S. Park
[12].

O lema a seguir finalmente implica o Teorema 1.2:

Lema 5.1 Se H,c > 0, entao v1 + v > 7+ .

Demonstracao: Todo spanner possui um plano de simetria > com normal paralelo ao
vértice £ da cunha. Este plano é obtido pelo cldssico Principio de Reflexao de Alexandrov
da seguinte maneira. Sejam ¢/ = Ox e X : U — S C R? como discutido na Introducao do
Capitulo 4. A menos de translacao, como S é compacto e conexo, sua proje¢ao ortogonal
em Oz ¢é um intervalo [—7r¢, r¢]. De modo andlogo ao explicado na Introdugao do Capitulo
3, tomamos planos ortogonais a Oz por r € [—r, 19|, e consideramos r; o primeiro valor
para o qual a parte refletida S (da direita para a esquerda) toca a parte nao-refletida S*
de S.

Pelo Principio do Méaximo, Teorema 6.2, existe uma vizinhaga do ponto de toque em
que S e 8T coincidem. Ou seja, os pontos de coincidéncia formam um subconjunto aberto
nao-vazio de ambas. Este subconjunto nao possui fronteira, pois tais pontos também
seriam de tangeéncia, e novamente pelo Principio do Méximo admitiriam uma vizinhanca
de tangéncia. Ou seja, S = ST, donde S ¢ invariante por reflexao no plano ¥ que corta
Oz ortogonalmente em 7 = 0 (Figura 5.1).

25
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'
|
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|
|
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|
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|
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|
| ,

-rg ri=0 o

Figura 5.1: O Plano de simetria .

Conseqilentemente, X divide S em duas metades, ST e §~, cada qual um grafico. De
fato, se houvesse dois pontos distintos em ST com a mesma projecao ortogonal em ¥,
eles teriam coordenadas » > 0 e R > r. Porém, o plano ¥’ ortogonal a Ox em (R —1)/2
contradiria o fato de que r; = 0 representa o primeiro valor para o qual a parte refletida
toca a nao-refletida, como explicado anteriormente (Figura 5.2).

o1 ©

-r 0 r (R-n/2 R X

Figura 5.2: O Plano de simetria »’.

Note que a intersecao entre a cunha e ¥ sao duas semi-retas, uma em II; e outra em
I, ambas ortogonais a £ = Ox em 1 = 0, r; = £ N X. Em Il;, a semi-reta intercepta
B num segmento [ag,bg], & = 1,2. Os pontos aj e by sao as intersegoes de [ com X
(Figura 6.1). Sem perda de generalidade, Ozy = II; e Ily estd no semi-espago superior.
Em particular, ¥ = Oyz. Visto que o normal N em § ao longo de SN X é invariante por
reflexdo em X, entdao N é paralelo a X (Figura 5.3). Ou seja, o plano tangente a S em
cada p € § N X é ortogonal a X.
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Figura 5.3: Normal paralelo a X.

O Teorema da Funcao Implicita garante que S N Y é uma Unica curva suave C, local-
mente em p. Além disso, pelo Teorema 6.1 a ortogonalidade implica que C é curva prin-
cipal, e portanto parametrizada por linha coordenada de X : U — R? com v constante,
como explicamos na Introducao do Capitulo 4. Também recordamos que X estende-se
suavemente em U. Deste modo, a tnica curva que parte de a; chega em algum ponto
dentre ay ou bs.

Analogamente, a unica curva que parte de a, chega em algum ponto dentre a; ou
bi. Pela unicidade do Teorema da Funcao Implicita, mais o fato de & ser mergulhado,
entao C conecta a; com ag, ou C conecta b; com by. Na verdade, temos duas curvas que
indicaremos por C, e C;, (Figura 5.4).

VA b2
> C
C. b
XC/ \al é y

Figura 5.4: Vista de C, e C, pelo plano X.

A curvatura de C, ou C, é dada por

C
kl—H+ﬁ>H.

Assim vemos que C, estd, localmente, no interior da circunferéncia de raio 1/H que
passa por aj, do mesmo lado e com a mesma tangente de C, em a;. Raciocinio analogo
vale para Cp. Para cada 6 € [0, a, considere o conjunto

p’ = (0, cosf, sen g)R’.
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Se 6 =2 0, entdao p? N C ¢é unitdrio. Desta maneira, C, e C, podem ser parametrizadas
localmente por #. Também, para 6 pequeno e positivo o segmento de reta entre P = C,(6)
e Q = Cy(0) recaird inteiramente em D. De fato, se para cada 0 tivéssemos 7(0) € (0,1)
com P+ 7(Q) — P) € D, entao conseguiriamos uma seqiiéncia com 6 — 0 e tais pontos
estao em C, UC,. Entao, uma das curvas tocaria (aj,b;), o que é absurdo devido a con-
vexidade.

Definimos 6y como o maior angulo para o qual PQ C D e ainda valha a parame-
trizagdo. Na verdade, a parametrizagdo vale para 6 em todo [0, o] devido a convexidade.
Também, se tivéssemos 0y < o, PQ seria tangente a C em algum ponto interno, contrari-
ando a convexidade.

Ou seja, 0y = a. Agora, consideremos a circunferéncia determinada por 0, a; e as,
e o triangulo AOajas. Como k; > 0, C estd do mesmo lado que 0 com respeito a reta
por ai,as. Entao, v; > m — 0ajas = « + Oasa;. Pelas mesmas razoes, vo > m — 0aza;.
Portanto,
Y1 > a+ T — Yo

c.q.d.
Isto conclui a prova do lema e, conseqiientemente, do Teorema 1.2.



Capitulo 6

Resultados basicos de Geometria
Diferencial

6.1 Curvas, Parametrizacoes e Convexidade

Definigao 6.1 Uma curva (parametrizada) diferencidvel em R™ é uma aplicacao diferenci-
avel a : I — R" onde I é um intervalo real. Em coordenadas, a(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)),
tel.

Definicao 6.2 O tra¢o de o é o conjunto {a} = «a(I).

Definicao 6.3 Dii(;,mos que uma curva parametrizada diferenciavel o« : I C R — R™ é
reqular se o/ (t) # 0, Vt € 1.

Definicao 6.4 Dada uma curva « : I C R — R", dizemos que #: J C R — R" é uma
reparametrizacao de a se f = a o h, onde

hed S50, h(J)=1, W(u) £0,Yue J

Definicao 6.5 Uma curva o : I C R — R?® parametrizada diferencidvel regular esta
parametrizada pelo comprimento de arco (p.p.c.a) se

L(a([ti,ta])) = ta — t1,Viy, ta € 1, 1 < 1o,

onde L(a([t1,t3])) denota o comprimento de arco de « entre t; e ts.

Definigao 6.6 Seja « : [a,b] — R? uma curva regular. Dizemos que é conveza se,
Vit € [a,b], {a} estd inteiramente contido no semiplano fechado determinado pela reta
tangente ao traco de o em .

29
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Proposigao 6.1 Seja a : [a,b] — R? uma curva convexa, ¢ € [a,b] e a reta tangente
o/ (¢)R, orientada de acordo com &'(c), de modo que {a} estd a esquerda de o'(c)R.
Entao, {a} estd a esquerda de o/(s)R, Vs € [a, b).

Demonstragao: Vejamos que o conjunto A dos pontos s € [a, b] para os quais {a} estd a
esquerda de o/(s)R é aberto. O mesmo valera para o conjunto B dos pontos ¢ € [a, b] tais
que {a} estd a direita de o/ (t)R. Como {a} é conexo e ¢ € A, teremos B = ().

Suponha, por absurdo, que existe ¢, — ¢ em [a, b] com {a} a direita de o/(c,)R. Entao
{a} estd sobre e no interior dos angulos agudos, opostos pelo vértice, dados por o/(¢)R e
o/ (cp,)R, ¥n € N. Mas a intersecao de todas estas regioes angulares com n € N é a prépria
reta o'(¢)R, donde {a} é um segmento de reta J. Mas isso contradiz a regularidade de «
em qualquer ponto de 0.J.

c.q.d.

6.2 Superficies, Vetores e Plano Tangente

Definicao 6.7 Uma superficie parametrizada regular S é uma aplicacao X : U — R3,
onde U é um aberto do R?, tal que X € C*(U) e dX, é injetora, Vq € U.

X(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), X € C°(U) & z,y, z € C(U).

X S = X(U)

Figura 6.1: Superficie parametrizada.

Para cada ¢ € U, tal que g = (uop, vp), temos

ru(q) wu(q)
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Lema 6.1 Seja X : U — R3 e tome q € U, X(q) = p. Entdo sdio equivalentes:
1. X, X, sao linearmente independentes em q;

dX, € injetora, isto €, possui posto 2;

Eziste submatriz 2 x 2 de dX, com det # 0;

X, x X, # 0;

det G #0, G =dX]-dX,.

Cu

Demonstracao: (2) < (3). Por definigao.
(5) < (4). Sabemos que || X, x X,| = || Xo||[| Xo][send e (X, Xo) = [| Xu||[| Xy - cosb,
entao || X, |21 X% = [|[Xu X Xol|? + (X, Xo)?(x). Agora,

(Xu, Xu)  (Xu, Xo)

_ 2 > 5 (%) ,
(X, X)) (X, X,) | — [| X[ X | (X0 X,)2 21X, x X, |12

det G = det

(4),(5) = (1). Como || X, x X,| # 0, temos que ||X,|/[|X,|[send # 0= X, # 6),
X, # 6), 0 # 0° e 6 # 180°. Assim, nao podemos ter uX, = AX,, com u, A € R.
Portanto X, e X, sao LI.
(2),(3) & (1). Temos det G # 0 para alguma submatriz 2 x 2 < 7 u, A de modo que
X, =X, & X, e X, sao LI.
(1) = (4). X, X, sio LI = X, # T, X, £ 0 e #£ 0°180° = || X, x X,| =
XX, ]lsen6 £ 0 = X, x X, £ 0.

c.q.d.

\Y
/—\ B S = X(U)

Figura 6.2: Curvas coordenadas.

Q)
Vot

Uy g

Definigao 6.8 Numa superficie X : U — R3, fixando (ug,vy) € U, dizemos que
alu) = X(u,vg), B(v) = X(ug,v)

sao curvas coordenadas.

Na defini¢ao anterior, note que

ox oy 0z

o (ug) = (@(UO»UO), %(Uo,vo), %(uo,vo)>: Xu(uo, vo);
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ox dy 0z

B (o) = (55 (1t0, o), 52 (o, v0), (o v0) ) = Xt vo).

Definicao 6.9 Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular. O campo
normal unitario é dado por N(u,v) = X, X X, /|| X, x Xul].

Xy
—LX“
G

’ N
/ \ \

Figura 6.3: Plano tangente.

Definigao 6.10 Seja S = X (U) uma superficie parametrizada regular. Seja p = X(q) €
S qualquer, com ¢ € U. O espaco T),S = {(z,y,2) € R*: ((z,y,2) —p,N(p)) =0} é o
plano tangente a S em p. Note que X,(q), X,(q) € T,,S.

ik U
S
(\._/[ X
V(to),,‘\ ,,,,,, C| f \ S
a i
u(t,) u
|
—_

Figura 6.4: Curva sobre superficie.

Definigao 6.11 (Curvas sobre superficies). Sejam o : [ C R — U C R? uma curva
regular onde «a(t) = (u(t),v(t)), e X : U C R?* — R? uma superficie regular tal que
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S = X(U). Assim X o a(t) = 7(t) é uma curva cuja imagem estd em S = X(U) e
Y(t) = X (u(t), v(t)) = (z(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t))) onde
, , or 0Oy 0z , Oor Oy 0z
7O =0 (G5 50 3a) * YOG 50 30)

Tomando ¢ = (ug, vo) = alty), p = X(q), temos v'(to) = u'(to) Xu(q) + v'(to) Xu(q).
Sejam w = aX,(q) + bX,(q) € 1,5, a,b € R e (-,-) produto interno. No ponto ¢, temos

s (w) = (w, w)gs = a*(Xy, X,) + 2ab(X,, X,) + (X, X,).

Figura 6.5: Vetor w no plano tangente.

Introduzimos as seguintes fungoes E, F, G de (u,v):
E = (X,(u,v), Xy(u,v)), F=(X,(u,v), Xy(u,v)), G=(X,(u,v), X,(u,v)).

Defini¢ao 6.12 Seja S = X(U) uma superficie parametrizada regular. A Primeira
Forma Fundamental de S em p = X(q) é a aplicagdo definida em 7,5 dada por:

E F a
— 2 _ 2 20y . .
L(w) = ||w||* = a°E 4 2abF + b°G = (a b) (F G) (b )
Defini¢ao 6.13 Seja S = X (U) uma superficie parametrizada regular. Dizemos que S
tem parametros isotérmicos se E = G = X e F = 0 (isto é, os vetores X, X,, tém o
mesmo comprimento como fungao de u, v e sdo ortogonais).

Defini¢ao 6.14 Sejam S = X (U) uma superficie parametrizada regular e N o campo
normal unitdrio a S. A forma quadrética II, : 7,5 — R, que leva w = a X, + 0X, € T,S
para a®(X . (q), N)+2ab({ X, (q), N)+0*(X,,(q), N) € R é a Segunda Forma Fundamental
de S em p = X(q), cujos coeficientes sao fungoes de U em R dadas por:

e(u,v) = <qu(Q)7N>7 f(u7v) = <Xuv(q)7N>v g(“?”) = <va(Q>7N>'
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Observagao 6.1 Seja o : I — R3 uma curva p.p.c.a. Logo, {(a(s), N) = (k(s) n(s), N)
= k(n(s), N(s)), onde n(s) é o vetor normal de a(s).

Definicao 6.15 Seja S = X(U) uma superficie parametrizada regular. A curvatura
normal na direcao v € 1,5 é:

o (v) = ). (6.1)

Defini¢ao 6.16 Uma superficie orientada é um par (S, N) em que S é uma superficie
orientavel e N : S — R3 é uma aplicacao diferencidvel de vetores normais unitérios a S.
Para efeito de cédlculo, sempre identificaremos N com N o X, em que X é parametrizacao

de S.

Figura 6.6: Aplicagao normal de Gauss.

Observagao 6.2 Para cada p € S, N(p) é vetor do espago T,R?, isomorfo a R? pela
aplicacao (x,y, z) — (x,y, z) — p. Doravante, iremos supor que este isomorfismo é sempre
aplicado em N (p), Vp € S, de modo que o contra-dominio de N serd S?. Tal isomorfismo ¢
informalmente chamado de “translacao”, termo que sé deveria ser usado quando dominio
e contra-dominio fossem o mesmo espago vetorial.

Definigao 6.17 Considere (.S, V) uma superficie orientada. A aplicagdo normal de Gauss
de S é a funcio N : S — S? definida acima, onde S? ¢ esfera unitaria de centro (0,0, 0).
Em coordenadas locais,

X, x X

N(p) = N(u,v) = +———"—.
( X5,

Observacao 6.3 O plano tangente a um ponto p de uma superficie S é um espaco veto-

rial, mas geralmente nao passa pela origem quando representado em R®. Isso porque seu

“vetor nulo” é p (em geral distinto de (0,0,0)). Nao como espagos vetoriais, mas como

planos de R?, entre eles faz sentido falarmos de paralelismo, perpendicularismo, etc.
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Da observa¢ao acima, note que 7,5//Ty()S? L N(p). Agora, identificando Ty S?
com T},S, temos
dN, : T,S = Ty S* = T,,S.

Tomemos uma curva v(t) = (u(t), v(t)) em U C R? tal que v(0) = (u(0), v(0)) = gq.
Entao a(t) = X((t)) = X(u(t), v(t)) em S C R3 a’(0) = «/(0)X,(q) + v'(0)X,(q) e

N, = QN X) N oX)
ou ov

Como ||N||> = 1, derivando em relagao a u temos:
2<Nu, N> =0= N,LN =N, € TpS = N, = an Xy, + a1 X,.
Derivando em relacao v temos:

2<Nv, N) =0=N,LN= N, € TpS = N, = a12 X, + a20X,,.

ail a2
A=
a21 A2

¢ a matriz associada a dN,, : T,S — 1,5 na base {X,, X,}.

Assim,

Pergunta: Qual a relacao entre A e S = —dN?

a1 —+ )\ a12
ao1 asg + A

det(—A— X)) =0«

‘:0@

(a11 4+ A)(as2 + A) — ar2a21 = 0 & N + (a11 + )X + ar1as2 — asza = 0.
Sejam ky e ko as raizes da equagao anterior (k; e ko existem em R, pois dN ¢é auto-
adjunta, conforme a Proposigao 6.5). Assim,

ki + ko = —(a11 + agn) e kiko = ajjase — ajaas.

Definigao 6.18 Seja S = X (U) uma superficie parametrizada regular. Definimos a
curvatura Gaussiana e a curvatura média de S = X (U) no ponto p = X(q), ¢ € U,
respectivamente como

k1+k2
2

1
K(p) = det(—=dN,) = ki(p)ka(p), H(p) = 5 tr(=dN,) =
Mas
€= <qu7N> = _<XU7Nu> = —CL11E—CL21F;f = <Xuv,N> = —<Nu7Xv> = —a11F—CL21G7

f = <XuvaN> = _<Nv7Xu> = _a12E - a22Fa 9<Xm;,N> = _<N’U7XU> = _CL12F1 - a22G~
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Em notacao matricial,
€ f _ a1 Q91 E F N (&
I g a2 G2 F G f
Logo,

1 1

a1 = m(eF — [E), ax = m(fF - gE).

Finalmente,

17eG—-2fF + gL eqg — f2
H=- K=———.
2( EG — F? )’ EG — F?

6.3 Funcoes Sub-harmonicas

2
Definicao 6.19 Sejav: U C R? g R, o Laplaciano de v denotado por Aw, é a expressao

v 0%
A= 2 127
VT Ba2 * oy?

2
Definicao 6.20 Dizemos que v : U C R? % R é sub-harménica quando seu Laplaciano
Av > 0.

Proposicao 6.2 Uma fun¢ao continua v(z) € sub-harménica em U se, e somente se,

v(z) < 5= 027r v(zo + 1re)df para todo disco |z — 2| < 1 contido em U.

Demonstragao: Vide [1], paginas 237 a 239.

Proposicao 6.3 Sejav: U C R? = R de classe C? uma funcdo sub-harménica, entdo v
atinge mdximo na fronteira de U.

Demonstragao: Seja zy € U onde v assume um méaximo local M. Se tivermos v(z) < M
para algum z € 0B,(2), onde B,(z)) C U, a menos de reparametrizar temos v < M ao
longo do arco de 0 a @ em 0B,.(zp). Assim, pela Proposi¢ao 6.2 temos

1o 1 1o
Mg—/ vd0+—(27r—a)M<—/ Mdo+ (1 — M =M= M < M,
2m Jo 2m 2m Jo 2m

o que é absurdo. Portanto v atinge maximo em OU.
c.q.d.
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6.4 Alguns Teoremas de (Geometria Diferencial

Proposicao 6.4 Sejam V um 2-espaco vetorial sobre R e T : V. — V um operador
linear auto-adjunto. Entao eziste uma base ortonormal {e1,ex} de V', com T'(e1) = \eg
e T(ea) = Ageq, em que Ay e Ay sdo, respectivamente, o mdximo e o minimo da forma

quadrdtica dada por

Q(U) = B(U7U> = <T<v)7v>v vev,

na circunferéncia unitdria de V.

Demonstragiao: Seja {ej, e;} uma base ortonormal de V' tal que Q(ze;+yes) = A\x?+Aay?,

onde A\ = max () e Ay = min () na circunferéncia unitaria de V.
T(e1) = aey + Bey, donde Ay = Q(e1) = (T'(eq),e1) = (aey + Pea, e1) = .

Agora,

B(ey, e2) = 1[@(61 +e2) — Q1) — Qlea))] = (T(e1), e2) = (aer + PBea, e9) = 5,
2 — =~ =~

=A1+A2 =\ =A2

e portanto
T(el) = )\161.

Da mesma forma prova-se que T'(e3) = Ages.

Proposicao 6.5 O operador dN, : T,,S — T,,S € auto-adjunto, Vp € S. Em outras pala-

vras, (AN, (v), w) = (v, dN,(w)), Yv,w € T,S.

Demonstragao: Sejam v, w € T,S. Escolha curvas a, 5 : [—¢,¢] — S com «(0) = 3(0) = p,

a/(0) =ve ' (0) =w. Seja X : U — S uma parametrizacao local em p,
at) = X(ui(t), vi(t)),

B(t) = X(ua(t), ve(t)), t € [—e, €.

Assim,

dN,, . d -, I(N o X) , J(N o X)
Z2) = S| N0, 0(0) = 50) - DT ) 4 (0) - A5

Conseqiientemente,

(dNy(v), w) = (uy (0) Ny + Vi (0) Ny, u5(0) Xy + v5(0)Xy)

=y (0)u5(0){ Ny, Xu) + v1(0)us(0)(Ny, Xu)
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+ 11 (0)v3(0)(Nu, Xo) + v1(0)5(0)( Ny, Xo)

=Uu

(v, dNp(w)) = (u (0) Xy + v1(0) Xy, u5(0)Nu + v5(0)Ny)
1(0)uz(0) (N, Xu) + 1(0)un(0) (N, Xo)
uy (0)v3(0)(Ny, Xu) + v1(0)05(0)(No, Xo).

Para terminar a prova, mostraremos que

<NU7XU> - <Xu7 Nv>‘ (62)

De fato,
(N, X,) =0 & (N,, X,) + (N, Xu) = 0. (6.3)
) (N, X)) =0 & (N,,X,)+ (N, X,.) =0, (6.4)

donde (6.3) e (6.4) implicam (6.2).
c.q.d.

Concluimos o seguinte. Para —dN,, : 7,5 — 1,5 existe uma base ortonormal {e;,es}
de T,S tal que
—de(el) = klel, —de(ez) = ]{7262,

onde ki e kg sao, respectivamente, o minimo e maximo de
Qv) = —dNy(v) - v = 1I,(v),
sobre a circunferéncia unitaria de 7,,S. Ou seja, minimo e méximo de

,(v)
I, (v)

Assim, k; 5 s@o as curvaturas principais e e; 5 sao as diregoes principais de S em p.

= (Kn)p(v)-

Definicao 6.21 Com as observagoes anteriores, definimos o operador forma (ou operador
de Weingarten) por
S = —dN,,.

5= (5 1)

Definigao 6.22 Uma curva o em uma superficie regular S C R? é chamada curva prin-
cipal se o/ sempre aponta em uma diregao principal. Isto é, [S](o/) = k; o/, onde k; é uma
curvatura principal de S, e [S] denota o operador de Weingarten.

Temos que

na base dada pela Proposicao 6.4.
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Definicao 6.23 Uma superficie S é dita umbilica quando todos os seu pontos sao umbilicos,
isto é, ki(p) = ka(p), Vp € 5.

Proposicao 6.6 A esfera é uma superficie umbilica.

Demonstracao: Uma parametrizacao da esfera é dada por

X (0,¢) = (rsenpcosl, rsen psend, rcos o),
com 0 <6 <27, 0< ¢ <m, donde
Xy = (—rsen¢send, rsenpcosh,0), Xy = (rcospcosh, rcospsend, —rsen ),
E=Xy-Xg=1’sen’p, F=X;- X, =0, G=Xy- X, =1%
Xgg = (—rsengcosl, —rsengsend, 0),
Xy = (—rcosgsend, rcospcosh, 0),
Xpp = (—rsen¢send, rsen psent, —rcos¢),
N — Xo x Xy :cscgzﬁ
[ X x Xol| 12
= —(sen¢cosh, sen gsen, cos @),
e = Xgpg- N = rsen’o, f=Xps-N=0,
g = Xyp - N = rsen®¢pcos®0 + rsen®¢psen >0 + rcos’p = r.
w = aXy+bXyg = L(w) = [|w|]* = a®r’sen?¢ + 2ab - 0 + b*r = a*r*sen?¢p + b*r?,
II(w) = a®(Xpg, N) + 2ab(Xpg, N) + b*(X s, N)
= a’*rsen®¢ + 2ab - 0 + b*r = a’rsen®¢ + b*r.

Como ky,(w) = II,(w)/I,(w) =1/r,Vp € S*(r) ew = aXyp+bXy, entao ky = ky = 1/r.
Portanto S?(r) é uma superficie umbilica.

(—r?sen?pcosl, —r*sen psend, —r?sen pcos ¢)

c.q.d.

Proposigao 6.7 Seja S = X (U) uma superficie umbilica, U conexo do R%. Entdo S estd
contida em uma esfera ou em um plano.

Demonstragao: Seja p € S um ponto (umbilico) qualquer, temos que existe A = A(p) € R
tal que e = AE, f = AF e g = M\G. Fica assim definida uma funcao A : U € R? — R tal

que:

e(u,v) = Mu,v)E(u,v) = — (Xu, Nu) = Mu, v) (X, Xu); (6.5)

flu,v) = Mu, v)F(u,v) = — (Xu, Ny) = Mu, v)( Xy, Xo); (6.6)
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fu,v) = Mu, v) F(u,v) = — (Xy, Nu) = Au, v)( Xy, Xo); (6.7)
g(u,v) = AMu,v)G(u,v) = — (X, Ny) = Mu, v)(X,, X,). (6.8)

Por (6.5) e (6.7), temos (X, A(u,v) X, + N,) =0 e (X, AM(u,v) X, + N,) = 0, respec-
tivamente, entao N, + A\(u, v) X, = ﬁ, e ainda por (6.6), temos (X, A(u,v) X, + N,) =0
e por (6.8), temos (X,, A\(u,v)X, + N,) = 0, entdo N, + Au,v)X, = 0. Derivando
Ny, + Mu,v) X, = T em relagao a v, obtemos:

Now + Mo Xu + A1, 0) Xpw = 0 . (6.9)
Derivando N, + A(u,v)X, = T em relacao a u, obtemos:
Ny + XXy + M1, 0) Xo = 0 . (6.10)

Subtraindo (6.10) de (6.9) temos A\, X, — A, X, = ﬁ, donde segue-se que A\, = A\, =0,
pois X,, X, é base de Z;pS. Como U é conexo, concluimos que A é constante. Caso
A =0, vale que N, = 0 = N,, e como U é conexo, temos que N é constante. Assim,

(X (u,v) —p, N) =0, donde S estéd contida em um plano. Caso A # 0, considere a fungao
Z(u,v) = X(u,v) + (1/A\)N(u,v). Assim,

Zy =Xy + (1/ANN, = (AX, + N /A=
Zy =Xy + (L/AN)N, = (AX, + N,) /X =

Como U é conexo, entao Z = c¢ constante. Portanto,
J(=1/A) N, 0)]| = X (wv) — ell, donde X (u,v) — ] = 1/]]

Isto é, S estd contido em uma esfera.
c.q.d.

Lema 6.2 Um vetor tangente v, a uma superficie reqular S C R® € principal se, e so-
mente se, .
[Sl(vp) X v, = 0,

onde S denota o Operador de Weingarten, como na Definicao 6.21.
- -
Demonstragao: ( =) [S](v,) X v, = k;jv, X v, = 0.

(<) [S|(vp) X v, =0« I € R tal que [S|](v,) = A(p)v,. Mas os autovalores de [S] sao
as curvaturas principais. Logo, A(p) = k;(p) e

[SI(vp) = kivp,

donde v, é principal.
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Teorema 6.1 (Teorema de Joachimstahl). Seja o uma curva que pertence a interse¢ao
de duas superficies Sy, So C R®. Denote por N; o0s vetores normais unitdrios a S;, i = 1, 2.
Suponha que, ao longo de o, S1,Ss formam um angulo constante. Isto €, (Ny, No) € cons-
tante ao longo de . Entdao, o € uma curva principal em Sy se, e somente se, € uma curva
principal de Ss.

Demonstragao: Ao longo de oo = «(t), temos

d d d
0= —(Ny, Ny) = (—Nq, N N1, —Ny). 6.11
dt< 1, No) <dt 1, No) + ( Lo 2) ( )
Suponha que « é uma curva principal em S;. Entao,
d
—N; = —ki/ 6.12
dt 1 10, ( )

onde k; é uma curva principal em S;. Mas o’ é ortogonal a Ny, e deste modo segue-se de

(6.11) e (6.12) que
d
Ny, —Ny) = 0. 6.13
(N1, 2 Vo) (6.13)
Como blg < NQ,N2> = 1, entéo(%]\@,]\fg) = 0. LOgO7 <N1,%N2> =0e <%N2,NQ> =0
implicam %NQ//Nl X Ny. Podemos tomar N7 x Ny # (, pois a tese é trivial quando
N1 //Ny. Sabemos também que (o/, Ny) = 0 e (a/, No) = 0 implicam «'//N; x N,. Por-
tanto, %Ng//o/. Pelo Lema 6.2, segue-se que « é uma curva principal em Sy. Isto é,
%NQ = koo para algum ks.
c.q.d.

Teorema 6.2 (Principio do Mdzimo). Seja H o operador curvatura média, isto é,
para fungoes de wvalores reais u = u(x,y) definidas sobre um conjunto aberto em RZ
H, = Hyy € a curvatura média do grdfico de w em (x,y,u(z,y)) com respectivo normal
apontando para cima. Se u e u estao definidos em uma vizinhanga de (zo,yo) €

u <,

~

u(o, yo) = (o, Yo),
Hu 2 U
entao u = u.
Demonstragao: Vide [5], pagina 16.

6.5 Curvas Convexas Fechadas

Seja o : I — R? uma curva regular p.p.c.a. diferenciavel, onde I é um intervalo real.
Seja t(s) = a'(s) e n(s) = Rotyst(s), onde Rot,s(a,b) = (=b,a). A curvatura de o é defi-
nida por k(s) = (a’(s),n(s)). Quando o(s) # 6), temos n(s) = sgn(k(s))a”(s)/||a"(s)||.
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Como « estd p.p.c.a., {t(s), n(s)} forma uma base ortonormal de R? sobre a(s), Vs € I.
Chamamos t(s) o vetor tangente a a em s e n(s) o vetor normal a &« em s € I. Derivando
as fungdes t(s) e n(s) com respeito a s, obtemos £ //n(s).

dn

Temos 9*(s) = —k(s) - t(s), o que define as equagdes de Frenet

dt
2o(5) = k(s) n(s);

Z—Z(s) = —k(s)-t(s), Vs € 1.

Para cada s € I, podemos ter k(s) = 0, k(s) > 0 ou k(s) < 0. No 2° caso, dizemos
que « esta orientada positivamente. No 3° caso, que esta orientada negativamente. Para
curvas simples fechadas, se n aponta para o interior de «, dizemos que ela esta no sentido
anti-horéario. Senao, dizemos que esta no sentido horario.

Além disso, k(s) = 0 se e s6 se a(I) estiver contido numa reta. Como |[[t(s)|| = 1,
entdo t(s) representa o vetor posi¢ao de um ponto em S! (circunferéncia unitdria centrada
na origem). Seja ¥(s) o angulo orientado que #(s) faz com o eixo Oz positivo. Logo,
t(s) = (cost(s),sent(s)) e n(s) = (—senp(s), costp(s)), Vs € I. Conseqiientemente,

< (s) = w/(s) (~senti(s), cost(s)), donde k(s) = (5 (s),n(s)) = v/(s).

Teorema 6.3 Uma curva diferencidvel simples fechada é convexa se, e somente se, sua
curvatura nao mudar de sinal.

Demonstragao: Seja « : [a,b] — R? uma tal curva.

(=) Sem perda de generalidade, supomos que « estd parametrizada no sentido anti-
horédrio. Assim, a Proposi¢ao 6.1 implica {a} & esquerda de o/(s)R, Vs. Tomemos agora
um ponto arbitrario sy € (a,b). Como toda curva regular é localmente um grafico, pode-
mos considerar uma reparametrizagao local s(u), u € (=9, 9), s(0) = sg, com Ou, Ov nas
direcoes e sentidos de t(sg) e n(sg), respectivamente.

Entao, para u € (—6,0), a(u) = (u,v(u)). Usando a férmula da curvatura para
graficos, temos k = v" /(14 v?)*2. Mas {a} estd & esquerda de o/(so)R, ou seja, no semi-
plano superior de OQuv. Assim, sy é um ponto de minimo local. Isso implica v"(0) > 0.

(<) Neste caso, a fungao ¥(s) é crescente e 1(b) = ¥ (a) + 2r. Dado sy € |a,b],
queremos provar que a funcao h(s) = (a(s) — a(sy),n(s¢)) ndo muda de sinal. Suponha,
por absurdo, que h(s) assume um méaximo positivo e um minimo negativo em pontos

s1,52 € [a, 0] \ {s0}.
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Em cada um destes pontos, a tangente é paralela a tangente em «(sg). Logo, existem
i # j € {0, 1,2} tais que ¢(s;) = ¥(s;) e, sendo 1 crescente, isso implica que 1 é constante
no intervalo entre s; e ;.

Isso significa que a curva contém o segmento de reta de a(s;) a «(s;), e portanto as
tangentes nestes pontos coincidem, o que é absurdo pois o sinal de h deveria alternar entre
—, 0 e +. Entao h nao muda de sinal, donde « é convexa.

c.q.d.

Teorema 6.4 Seja « : [a,b] — R x RY simples fechada com k > 0. Entao existem exa-
tamente dois pontos para os quais o L n, e exatamente dois pontos para os quais o //n.

Demonstragao: Como {a} é compacto e Arg é continua em C\R_, entao assume maximo
M e minino m globais em [a, b]. Estes sao unicos, senao vejamos. Suponha s;5 € [a,b]
com s; < Sy e Arg(a(sy)) = Arg(a(sz)) = m (por exemplo). A hipdtese k > 0 implica
a no sentido anti-horario, donde a esquerda de a(s;)R = a(s2)R. Podemos supor que
|e/|| = 1, donde k(s) = Larg(ca/(s)). Logo, a hipétese k > 0 implica uma variacao
angular de +27 entre o/(s1) e /(s2), um absurdo pois « é simples.

E claro que o« L nem ¢, d € [a,b], com Arg(a(c)) = m e Arg(a(d)) = M. Suponhamos
que haja s & {¢,d} com a(s) L n(s). Devido a unicidade, temos m < Arg(a(s)) < M.
Mas a Proposigao 6.1 implica {a} a esquerda de a(s)R. Entao, ou {a} estd sobre e no
interior do agulo a(d)?oz(s), e portanto nao intercepta a(c)R, ou {a} estd sobre e no

interior do agulo a(s)Oa(s), e portanto nao intercepta a(d)R. Em qualquer caso, temos
um absurdo. Deste modo, o L n somente para c e d.

Como || - || é continua e {a} é compacto, entdo assume maximo M e minino p glo-
bais em [a,b]. Estes sdo tnicos, senao vejamos. Suponha s;5 € [a,b] com s1 < sy ¢
lla(s1)]| = ||a(s2)|| = 1 (por exemplo). Tome as retas o/(s1)R e o/(s2)R, cuja intersegao
¢ denotada por H, e os vértices a(s1),a(s2), H e O formam dois triangulos retangulos
congrueitss, com ||[OH|| = h hipotenusa e catetos u e v. Considerando eixos ortogonais

Ov = OH e Ou, com orientacao positiva, tais retas sao v = j:ﬁu + h. Mas {a} estd a
esquerda de o/(s1)R e de o/(s2)R. Assim, em Ouv temos v > max{£yu} +h > h > p.
Absurdo, pois a(sy), a(sz) tém ordenada p?/h < p e sdo pontos de {a}.

E claro que «//n em ¢,d € [a,b], com ||a(c)|| = p e ||a(d)|] = M. Suponhamos que
haja s & {c,d} com a(s)//n(s). Devido & unicidade, temos p < ||a(s)|] < M. Mas {«a}
estd a esquerda de o/(s)R. Usando o sistema Ov (mesma direcao e sentido de a(s)) e Ou,
com orientagao positiva, ou {a} estd abaixo, ou acima, de o/(s)R. Portanto nao possui
pontos, ou de norma menor, ou de norma maior que [|a(s)||, o que é absurdo. Deste
modo, a///n somente para c e d.

c.q.d.
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Teorema 6.5 (Teorema de Jordan) Uma curva fechada o C R?, sem auto-intersecoes,
divide o plano em exatamente duas componentes conexas L e £ e seu traco é a fronteira
de Z e £. A componente coneza limitada T é chamada de interior de « e € denotada por
int(a), enquanto que a componente conexa ilimitada € € chamada de exterior de o e é
denotada por ext(a).

O Teorema de Jordan é um notavel resultado em Geometria Diferencial, cuja prova pode
ser encontrada na literatura basica (vide [2], por exemplo).

Teorema 6.6 Seja o : [0, L) — R? curva simples, fechada, convera p.p.c.a., denota-se

por &(s)R a reta tangente a o em &(s). Se k > 0 entdo T = int(a) = ﬂ S, , onde ¢
¢€(0,2)
¢ uma reparametrizacao adequada de o e S(; indica um semi-plano, a esquerda de & (¢)R.

Demonstracao: Seja a simples, fechada, convexa contida no plano 7. Pelo teorema de

Jordan (6.5), temos que 7 \ {a} =T 0 &. Tome a parametrizacao ¢ € [0,27) dada na
prova do Teorema 6.7, tal que para todo p € {a} existe um tnico ¢ correspondente a

p (pela convexidade de ). Assim, 7\ &(¢)R = S U S, (o sinal + indica a direita).

Provaremos que Z = ﬂ Sy
¢€[0,2m)

Cada S;f sé tem pontos de &, pois pela convexidade, {a} estd totalmente em S_(;, e
se houvesse p € ZN S, como Z é limitada, qualquer ¢ € EN S, e a convexidade de S
implicariam que pg C S, com pg N {a} # 0, o que é absurdo. Assim, Sqf C &, donde
E¢=TU{a} C S_(; = (8})°. Entao T C TU{a}\ {p} C §;, para ¢ arbitrario. Portanto,

Reciprocamente, suponha P € ﬂ S;. Se P € &, tome p € {a} que realiza a
$€[0,27)
distancia entre P e {a}, dist(P,{a}), donde g;f’ ¢ normal a & em p. Em particular,
P e S; , para algum ¢ correspondente a p. Mas ¢ é crescente, o que implica que « esta
no sentido anti-horario. Considere os eixos ortogonais Ou e Ov de origem p tais que Ou
esteja na direcao e sentido de &(¢) e {Ou, Ov} tenha a mesma orientagao (positiva) dos
eixos cartesianos de R?. Por construcao, Ov coincide com a reta que passa por p e P.

Suponha, por absurdo, que P tenha coordenada positiva em Ov. Como « é grafico de
uma funcao localmente em p e « estd orientada no sentido anti-horario, existem pontos de
7T que pertencem a regiao que esta acima deste grafico. Como Z ¢é limitado, ele nao pode
conter todo o eixo Ov, de modo que a partir de uma certa altura positiva, em relacao a
Owv, s6 havera pontos de £ em Ov. Em particular, obtemos um ponto da curva « sobre
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Owv, digamos (). Neste caso, teriamos P acima de () em relacao a Ov, o que contraria o
fato de p realizar a distancia entre P e a.

Portanto, P tem coordenada negativa em Ov, ou seja, P € S;f. Absurdo, pois S5 N
S; = (. Se P € {a} entao corresponde a algum ¢ € [0,27) o que implica P € &(¢)R,
disjunta de S, ¥ S, . Absurdo, pois P € ﬂ S,

¢€[0,27)
c.q.d

Lema 6.3 Sejam h, h:|—m, 7 %R com W' +h > K +h, e h(0) = h(0), h'(0) = K(0).
Entao vale h > h em todo (—m,m)*, e h > h em {£m}.

Demonstragao: Seja f(¢) = (h%n)g’) em (—m,m)\{0}. Temos lim f(¢) = lim % =0,
~ ~ ~ ~ ¢—0 ¢—0
e fllg) = & 7h)sersleﬁ§;h7h)ms¢ = csc? o - ff((h —h)" + (h — h))sen¢gdp > 0 em todo

(—m,7)\ {0}. Como existe i)in%) f'(¢) = f(0) > 0 e f é crescente, entdo f(¢)seng > 0 em

(—m,m)*, donde a tese.
c.q.d.

Observacao 6.4 No Lema 6.3, considere as hipéteses adicionais (HA): h(7w) = h(—mn),
W(m) = W (—x), h(r) = h(— )eh’( ) = I/(—n). Neste caso, segue-se h > h em {£7}. De
fato, se por exemplo tivéssemos h(r) = h(m), entdo h(—m) = h(—n) pelas HA. Assim, por
L’Hopital podemos definir f(+x) = (h' — I')(£nr) continuamente nestes pontos. Agora,
da demonstracao anterior temos f(¢)sen¢ > 0 em (—m, m)*, donde (K — h')(£x) > 0.

Também, f(¢) = (=h)@) o Gas hip6teses adicionais (h' — B')(£r) = 0. Mas f é estrita-

sen¢g
mente crescente com f(0) = 0. Ou seja, deveriamos ter f(7) > 0, o que é uma contradi¢ao.

Teorema 6.7 Sejam a,a curvas simples, fechadas, converas p.p.c.a. com p = a(0) =
a(0) e &/(0) = &/(0). Se k > k > 0, entdo {a} estd no interior de & (a menos de um
ponto de tangéncia).

Demonstracio: Temos ||(;%)|| = || — Sifw=a/|| = kl|o/|| > 0. Defina ¢(t) =
[y kl|/l|dr = [} kdr, donde a(t(4)) = a(¢) é tal que o E gl\ = (—sen¢, cosp). Assim,
a(¢) = — < a,—n(¢) >n(¢) + < a(¢), t(¢) > i(4), donde
—— —— ——
=h(¢) =X(¢)
a(@) = h(¢)(cos @, seng) + A(¢)(—sen ¢, cos ). (6.14)

Derivando (6.14) com respeito a ¢, temos & = (h=X)(cos ¢, sen @) +(h+\)(—sen ¢, cos¢).
Logo, h = A, pois &/||a|| = (—sen¢, cosd). Entdo & = (h + h7)(—sen¢, cos¢), donde
= (h+ h")(—cos¢, —seno) + (h + k") (—sen¢, cosp) = k(¢) = deml? L) = = (0) >
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k(¢) = +5(¢). Como h+ k" > h+ k% h(0) = h(0) e h(0) = h(0), do Lema 6.3 e
Observacao 6.4, temos h > h,V¢ € [—m, 7|*. Entdo, a reta tangente a & em cada ¢ dista
mais da origem 0 que a reta tangente a a no mesmo ¢ onde, sem perda de generalidade,
tomamos 0 € int(«). Em vista do Teorema 6.6, concluimos que int(a) C int(&). Assim,
a menos de ¢ = 0, temos {a} C int(a).

c.q.d.
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